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Polinomios trigonométricos

Sean a,, b, e Cyxz eR

o0
a :
?0 + g ay, cos(nx) + by, sin(nx)

n=1

Polinomio trigonométrico de grado N

ao

N
5 + Z an cos(nx) + by, sin(nx)

n=1

o J. Fourier - Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps
solides - (1807)
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Introduccién: Series trigonométricas

Expasion trigonométrica

f R — C admite una expasién en serie trigonométrica, si para todo z € R

f(z) = % + Z an cos(nx) + by, sin(nz)

n=1

@ f resulta 2m-periddica
e Sea T = [0, 27], escribimos f: T — C

Pregunta:
i Cudles son todas las funciones que admiten tal expansién? J
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Introduccién: Series trigonométricas

Expasion trigonométrica

L. Dirichlet (1829)
Si f € CY(T), entonces f admite una tnica expasion en serie

trigonométrica.

o Ademas,

1 2m
an = / f(t)cos(nt)dt n=0,1,2,...
0

s

/27r f(@)sin(kt)dt k=1,2,...
0

|-

by, =
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Expasion trigonométrica

Ejemplo estandar:

Sife Lt (T), entonces la serie de Fourier de f, Sy, es una Serie Trig.

Ejemplo:

sm ne) . .
La serie E converge para todo x, pero no es serie de Fourier de

ninguna func10n.

o “Series de Fourier C Series Trig.”
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Introduccién: Series trigonométricas

Expasion trigonométrica

Pregunta

o0
Sea S(x) = % + Z ap, cos(nz) + by sin(nx) una serie trig.

n=1
oo o

tal que Z |an|?, Z |b,|? son finitas
n=0 n=1

ies S serie de Fourier de alguna funcién?
v
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Introduccién: Series trigonométricas
Tres problemas generales para Series trigonométricas
B. Riemann - Habilitationsschrift - (1854)
@ El problema de Unicidad jLa expasidn trigonométrica es tnica?

@ El problema de Caracterizacion jPueden caracterizarse tales
funciones?

o El problema de los Coeficientes jSe pueden calcular los coeficientes
de tales funciones?
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Introduccién: Series trigonométricas

El problema de Caracterizaciéon

Comentarios

@ Existen numerosos criterios de suficiencia para que una funcién
admita expansién (“en algtin sentido”) en series trigonométricas.

@ Para muchos matematicos no existe un criterio razonable para dar
una “buena” respuesta a este problema.
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Introduccién: Series trigonométricas

El problema de los Coeficientes

Comentarios
@ Problema resuelto!!!
Arnuad Denjoy - Ecole Normale Supérieure University of Paris -
Escribié un libro entre 1941 y 1949 (de mas de 700 pag.), donde
describe un procedimiento general para computar los coeficientes para
tales funciones.

o Ademas, demostrd:
Si una Serie Trig. converge abs. sobre un conjunto de medida
positiva, entonces la suma de sus coef. converge abs. En particular, la
Serie Trig. converge abs. en todo su dominio.

Flores, Guillermo (FaMAF-UNC) IMAL-UNL-Santa Fe Septiembre de 2016 9 /22



Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

Flores, Guillermo (FaMAF-UNC) IMAL-UNL-Santa Fe Septiembre de 2016 10 / 22



Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

Usando la Identidad de Eiiler

Flores, Guillermo (FaMAF-UNC) IMAL-UNL-Santa Fe Septiembre de 2016 10 / 22



Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

Usando la Identidad de Eiiler

[e.e]
% + Z ay, cos(nz) + by sin(nx) = Z e
n=1 nez

Flores, Guillermo (FaMAF-UNC) IMAL-UNL-Santa Fe Septiembre de 2016 10 / 22



Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

Usando la Identidad de Eiiler

[e.e]
% + Z ay, cos(nz) + by sin(nx) = Z e
n=1 nez

donde . -
Cn:%7 C_nzw%v neNU{0}

Flores, Guillermo (FaMAF-UNC) IMAL-UNL-Santa Fe Septiembre de 2016 10 / 22



Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

Usando la Identidad de Eiiler

[e.e]
a _ .
?O + Z ay, cos(nz) + by sin(nx) = Z cpe™
n=1 nez
donde ) )
ay — by, ap, + by,

Cp = y Con = 9 )

5 n € NU{0}

asi
ap =Cp+C_p, by =1i(ch—c_p)
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Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

Usando la Identidad de Eiiler

[e.e]
a _ .
?0 + Z ay, cos(nz) + by sin(nx) = Z cpe™
n=1 nez
donde ) )
ay — by, ap, + by,

Cp = y Con = 9 )

5 n € NU{0}

asi
ap =Cp+C_p, by =1i(ch—c_p)

@ Escritura introducida por Dirichlet y Riemann
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Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

¢/ La expansion en serie trig. de una funcion f es tnica?

f(x) _ cheinm _ Zdneznm

ne’l ne’

Es decir, si

ientonces ¢, = d, para todo n € Z?

Primer Problema de Unicidad para Series trig. (Riemann-1854)
Si para todo x € T
Z cne™* =0,

neL

jentonces ¢, = 0 para todo n?
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Introduccién: Series trigonométricas
El problema de Unicidad

Comentarios:

@ Riemann no pudo demostrar el Primer Problema de Unicidad

e H. E. Heine - Univ. of Halle (Germany) - 1869
Propone a G. Cantor (24 afios de edad) este problema
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Lema (Teorema de Cantor-Lebesgue - 1870)
Si ay, cos(nx) + by sin(nz) -0V x € ECT con |E| > 0, entonces

an, by, — 0. Por lo tanto, si cheim =0VxzeECT con|E| >0,

neL
entonces c,, — 0.

Observacién:
Lema de Riemann-Lebesgue - 1854
Si f € LY(T) entonces f(n) — 0. J
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|
El problema de Unicidad

Georg Cantor

Teorema de Cantor - 1870

Si chemm =0V zeT, entonces ¢, =0V n € Z.
nez

Teorema de Cantor - 1871

Si Z cne™ =0V z € T excepto un niimero finito de puntos, entonces

nez
¢, =0V nezZ.
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Georg Cantor

@ Notacién:
Sea E C T. Diremos que “una serie trig. Z cne'™® converge a cero
nez
fuera de £, si Z cn€™ = 0 para todo x tal que = ¢ E.
neEZ
Definicién

Sea U C T. Si cada serie trig. que converge a cero fuera de U, implica
cn = 0 para todo n, entonces U se llama Conjunto de Unicidad.
Si M C T no es un conjunto de uncidad, entonces M se llama Conjunto

de Multiplicidad.

o U = {Conj. de Unicidad} y M = {Conj. de Multiplicidad}
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Conjuntos de Unicidad
Ejemplos

e Si U = (), entonces por el primer Teorema de Cantor, U € U
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Conjuntos de Unicidad
Ejemplos

e Si U = (), entonces por el primer Teorema de Cantor, U € U

e Si U = {finitos puntos en T}, entonces por el segundo Teorema de
Cantor, U € U
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Conjuntos de Unicidad

Ejemplos
e Si U = (), entonces por el primer Teorema de Cantor, U € U

e Si U = {finitos puntos en T}, entonces por el segundo Teorema de
Cantor, U € U

@ Si M =T, entonces M ¢ M

Flores, Guillermo (FaMAF-UNC) IMAL-UNL-Santa Fe Septiembre de 2016 16 / 22



-
Conjuntos de Unicidad

Ejemplos
e Si U = (), entonces por el primer Teorema de Cantor, U € U

e Si U = {finitos puntos en T}, entonces por el segundo Teorema de
Cantor, U € U

@ Si M =T, entonces M ¢ M

@ Si M =T —{xg}, entonces M € M
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Conjuntos de Unicidad

Ejemplos
e Si U = (), entonces por el primer Teorema de Cantor, U € U

e Si U = {finitos puntos en T}, entonces por el segundo Teorema de
Cantor, U € U

@ Si M =T, entonces M ¢ M
@ Si M =T —{xg}, entonces M € M

@ Si M =T — {xg, 21}, ientonces M € M?
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Conjuntos de Unicidad

Ejemplos
e Si U = (), entonces por el primer Teorema de Cantor, U € U

e Si U = {finitos puntos en T}, entonces por el segundo Teorema de
Cantor, U € U

@ Si M =T, entonces M ¢ M
@ Si M =T —{xg}, entonces M € M

@ Si M =T — {xg, 21}, ientonces M € M? Si!
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Conjuntos de Unicidad

Derivada de Cantor-Bendixson
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Conjuntos de Unicidad

Derivada de Cantor-Bendixson

Sea E C T, cerrado. La derivada de C-B de FE es

E' = {z € E: x es un punto limite de E'}
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Derivada de Cantor-Bendixson

Sea E C T, cerrado. La derivada de C-B de FE es

E' = {z € E: x es un punto limite de E'}

@ ' C Ey F’ es cerrado

@ Un conjunto (en gral.) se dice Perfectosi E' = E
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Conjuntos de Unicidad

Derivada de Cantor-Bendixson

Sea E C T, cerrado. La derivada de C-B de FE es

E' = {z € E: x es un punto limite de E'}

@ ' C Ey F’ es cerrado
@ Un conjunto (en gral.) se dice Perfectosi E' = E

@ F\ E' es alo sumo numerable
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-
Conjuntos de Unicidad

Derivada de Cantor-Bendixson

Sea E C T, cerrado. La derivada de C-B de FE es

E' = {z € E: x es un punto limite de E'}

@ ' C Ey F’ es cerrado
@ Un conjunto (en gral.) se dice Perfectosi E' = E

@ F\ E' es alo sumo numerable

Cantor queria demostrar
Todo conjunto cerrado numerable en T es de unicidad J

Flores, Guillermo (FaMAF-UNC) IMAL-UNL-Santa Fe Septiembre de 2016 17 / 22



-
Conjuntos de Unicidad

Induccién transfinita - Ndmeros ordinales
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Conjuntos de Unicidad

Induccién transfinita - Ndmeros ordinales

o Cantor introdujo inicialmente, los conceptos de
Induccion transfinita y Nimeros ordinales
y demostré
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Conjuntos de Unicidad

Induccién transfinita - Ndmeros ordinales

o Cantor introdujo inicialmente, los conceptos de
Induccion transfinita y Nimeros ordinales
y demostré

Teorema de Cantor (1872)

Siy en €™ = 0 para todo = € T salvo un conjunto cerrado numerable
de rango Cantor-Bendixson finito, entonces ¢, = 0 para todo n.
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Conjuntos de Unicidad

Induccién transfinita - Ndmeros ordinales

o Cantor introdujo inicialmente, los conceptos de
Induccion transfinita y Nimeros ordinales
y demostré

Teorema de Cantor (1872)

Siy en €™ = 0 para todo = € T salvo un conjunto cerrado numerable
de rango Cantor-Bendixson finito, entonces ¢, = 0 para todo n.

@ Este teorema es equivalente a decir que:
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Conjuntos de Unicidad

Induccién transfinita - Ndmeros ordinales

o Cantor introdujo inicialmente, los conceptos de
Induccion transfinita y Nimeros ordinales
y demostré

Teorema de Cantor (1872)

Siy en €™ = 0 para todo = € T salvo un conjunto cerrado numerable
de rango Cantor-Bendixson finito, entonces ¢, = 0 para todo n.

@ Este teorema es equivalente a decir que: “Todo conjunto cerrado
numerable de rango Cantor-Bendixson finito, es de unicidad”
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Cantor - Comentarios
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Conjuntos de Unicidad

Cantor - Comentarios

o Cantor se dedicé a estudiar y formalizé los conceptos de Induccidn
transfinita y Nimeros ordinales
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Conjuntos de Unicidad

Cantor - Comentarios

o Cantor se dedicé a estudiar y formalizé los conceptos de Induccidn
transfinita y Nimeros ordinales

@ Introdujo formalmente los primeros conceptos sobre los Fundamentos
de la Matemadtica y esto lo llevo a la creacién de la Teoria de
Conjuntos
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Conjuntos de Unicidad

Cantor - Comentarios

o Cantor se dedicé a estudiar y formalizé los conceptos de Induccidn
transfinita y Nimeros ordinales

@ Introdujo formalmente los primeros conceptos sobre los Fundamentos

de la Matemadtica y esto lo llevo a la creacién de la Teoria de
Conjuntos

@ No retomd el estudio de Conjuntos de Unicidad
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Conjuntos de Unicidad

Cantor - Comentarios

o Cantor se dedicé a estudiar y formalizé los conceptos de Induccidn
transfinita y Nimeros ordinales

@ Introdujo formalmente los primeros conceptos sobre los Fundamentos
de la Matemadtica y esto lo llevo a la creacién de la Teoria de
Conjuntos

@ No retomd el estudio de Conjuntos de Unicidad

@ Marcus du Sautoy dijo:
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Conjuntos de Unicidad

Cantor - Comentarios

o Cantor se dedicé a estudiar y formalizé los conceptos de Induccidn
transfinita y Nimeros ordinales

@ Introdujo formalmente los primeros conceptos sobre los Fundamentos
de la Matemadtica y esto lo llevo a la creacién de la Teoria de
Conjuntos

@ No retomd el estudio de Conjuntos de Unicidad

@ Marcus du Sautoy dijo: “Cantor no termind de resolver el Problema
de Unicidad que le habian propuesto, y simplemente, a cambio,
creé un area nueva en la Matematica”
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Conjuntos de Unicidad

Cantor - Comentarios

o Cantor se dedicé a estudiar y formalizé los conceptos de Induccidn
transfinita y Nimeros ordinales

@ Introdujo formalmente los primeros conceptos sobre los Fundamentos
de la Matemadtica y esto lo llevo a la creacién de la Teoria de
Conjuntos

@ No retomd el estudio de Conjuntos de Unicidad

@ Marcus du Sautoy dijo: “Cantor no termind de resolver el Problema
de Unicidad que le habian propuesto, y simplemente, a cambio,
creé un area nueva en la Matematica”

@ Muy pocos matematicos contemporaneos apoyaron a Cantor
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Mas comentarios...
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Mas comentarios...

Teorema de Lebesgue (1903)

Siy ez €™ =0 para todo x € T salvo un conjunto cerrado
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Teorema de Bernstein y W. H. Young (1909)
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Conjuntos de Unicidad

Mas comentarios...

Teorema de Lebesgue (1903)

Siy ez €™ =0 para todo x € T salvo un conjunto cerrado
numerable, entonces ¢, = 0 para todo n.

Teorema de Bernstein y W. H. Young (1909)

Siyer €™ = 0 para todo x € T salvo un conjunto numerable,
entonces ¢, = 0 para todo n.

Proposicion

(1) Si E C T es medible Lebesgue y de unicidad, entonces |E| = 0.
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Conjuntos de Unicidad

Mas comentarios...

Teorema de Lebesgue (1903)

Siy ez €™ =0 para todo x € T salvo un conjunto cerrado
numerable, entonces ¢, = 0 para todo n.

Teorema de Bernstein y W. H. Young (1909)

Siyer €™ = 0 para todo x € T salvo un conjunto numerable,
entonces ¢, = 0 para todo n.

Proposicion

(1) Si E C T es medible Lebesgue y de unicidad, entonces |E| = 0.
(i7) Si E C T tiene medida de Lebesgue no nula, entonces E € M.
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Muchas gracias!!
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